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Einleitung

Bel vielen Vorgangen in der Natur, Gesellschaft und Wirtschaft handelt es sich um
Wachstums- oder Zerfallsprozesse, die von grofer Bedeutung fir uns Menschen sind.
Hier einige Beispiele:

Stoffwechselwachstum einer Zelle

Wachstum von Zellkulturen (z.B. Bakterien, Tumoren usw.)
Waldwachstum und Waldsterben

Geburten- und Sterbeprozesse einer Bevolkerung
Absorptionsprozesse im Korper (z.B. von Medikamenten, Drogen)
Gewebeschaden durch ionisierende Strahlung (z.B. UV-Strahlung)
Hohenabnahme des Luftdrucks

Radioaktiver Zerfall

Elektrische Induktionsvorgange

Laden und Entladen eines el ektrischen Kondensators

Stetige Verzinsung

Stetige Abschreibung, Tilgung, Renten usw.

Solche Beispiele aus der Biologie, Physik, Chemie, Medizin, Pharmakologie, Okologie,
Soziologie und Wirtschaftswissenschaft lief3en sich endlos fortsetzen. Um den Verlauf
solcher Prozesse erfassen und analysieren zu kdnnen, muss ein mathematisches Model
entwickelt werden, das den Prozessablauf qualitativ und quantitativ beschreibt. Insbe-
sondere sollen mit diesem Modell Prognosen tber die Zukunft gemacht werden kénnen.
Dazu ist es nétig, den gesetzmalRigen Ablauf solcher Wachstums- oder Zerfallsprozesse
als zeitliche Funktion (Zu- oder Abnahme in Abhangigkeit von der Zeit) zu untersu-
chen. Wir wollen nun die mathematischen Begriffe und Ldsungsweisen an Hand eines
Beispiels zeigen. Es handelt sich um das Wachstum einer Bakterienkultur.

7,

Escherichia Coli bei der Zellteilung

Bakterien sind Einzeller und pflanzen sich durch Zellteilung (Querteilung) fort. Das
Wachstum einer Bakterienkultur ist dadurch bestimmt, dass sich die Tochterzellen ih-
rerseits wieder teilen und damit den Wachstumsprozess beschleunigen. Das Wachstum
ist also nicht linear. Dies bedeutet, dass die Bakterienkultur in gleichen Zeiten nicht um
die gleiche Anzahl von Bakterien wachst, weil nach jedem Zeitintervall ja wieder neue
Bakterien entstanden sind, die sich ebenfalls teilen. Wenn z.B. eine solche Zellteilung
genau einen Tag dauert, so erhalten wir nach einem Tag aus einer Mutterzelle zwel
Tochterzellen und dann nach 2 Tagen 4 Zellen, nach 3 Tagen 8 Zellen, nach 4 Tagen 16
Zellen usw. Dieswird in der folgenden Grafik veranschaulicht:
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1. Die allgemeine Exponentialfunktion

Wir koénnen nun eine Wertetabelle sowie eine graphische Darstellung der Entwicklung
anfertigen:
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Die Abhéangigkeit zwischen der Zeit x (in Tagen) und der Anzahl y der Bakterien kann
also durch die folgende Funktion beschrieben werden:

y =/ =2%
Dies bedeutet, dass durch die Gleichung: y = 2X der Zeitvariablen x die Anzahlvariable y
zugeordnet wird. Wir nennen eine solche Funktion, bel der die Variable x als Exponent
einer Potenz: 2X auftritt, eine Exponentialfunktion. In unserem Beispie hat die
Exponentiafunktion die Basis 2 und als Exponenten die Variable x. Wenn wir nun in
einer ersten mathematischen Verallgemeinerung fur die Zeit x nicht nur ganze Tage,
sondern auch beliebige Teilabschnitte annehmen, so kdnnen wir fir die Variable x
beliebige reelle Zahlen einsetzen. Mit dem Taschenrechner kénnen wir dann auch die
"Anzahl" (das ist dann keine ganze Zahl mehr) der Bakterien z.B. nach 1,5 Tagen, also
fur x = 1,5 ausrechnen. Wir mussen dann gemal? der Funktionsgleichung: y = 21° die

folgenden Tasten dricken: E und erhalten dann abgerundet den folgen-
den Wert: y ~ 2,8. Ebenso erhaten wir mit einer analogen Rechnung fur x = 2,5 den
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Wert: y = 22°~ 5,7. Dies bedeutet inhaltlich, dass nach 2,5 Tagen aus einer Zelle durch
Z€llteillung etwa 5,66 Zellen, d.h. noch nicht volle 6 Zellen entstanden sind.

Wir konnen jetzt fir x auch negative Werte einsetzen, etwa x = —1. Das entspréche dann
(theoretisch, in der Praxis ist dies so nicht gegeben!) demjenigen Bruchteil einer Zelle,
der einen Tag vor der fertigen ganzen Zelle entwickelt war und aus dem dann nach
einem Tag gemaR der Formel y = 2X eine erste Zelle entsteht.

Wir wiirden dann y = 271 = % d.h. eine halbe Zelle, erhalten (also ein Tag vor dem
Beginn der Betrachtung). Bei x = -2 erhaten wir:y=22= % , d.h. vor zwei Tagen hétte

sich dann 7 Zelle entwickelt.

Wir betrachten nun die Exponentialfunktion f(x) = 2% rein mathematisch, ohne inhaltli-
chen Bezug zur Bakteriekultur, indem wir mit dem Taschenrechner eine Wertetabelle
aufstellen und dann den Funktionsgraphen zeichnen:

X 2X
-3,0 | 0,125
-25 | 0,177
-2,0 | 0,250
-1,5 | 0,354
-1,0 | 0,500
-0,5 | 0,707
0,0 | 1,000
0,5 | 1,414
1,0 | 2,000
15 | 2,828
2,0 | 4,000
2,5 | 5,657
3,0 | 8,000 oo S

Bel der Berechnung der Werte wollen wir uns noch einmal an die wichtigsten Definitio-
nen und Potenzgesetze erinnern: Fir jede Basisb € R gilt:

1 _ 0 —

(Db =b (&) b7 =1 Bemerkung:
1 1 .

b~"= 1 > — S_ N Die Basena und b

@ b" (4) b2 \/B ) b \/B mussen positive,
reelle Zahlen sein,

(6) b*- Y=Y (7) b*: Y=Y also:a. b > 0
(8) (bx)y= b*y (9) &-b* = (ab)® (10) &:b* = (ab)*

2. Die allgemeine L ogarithmusfunktion

Wenn wir zu einer vorgegebenen Zahl y, beispielsweise y = 8, den entsprechenden Ex-
ponenten x finden wollen, sodass: 2X = 8 gilt, so kénnen wir dies graphisch durch die
Umkehrung der Exponentiafunktion erreichen. Wir sehen an der Zeichnung, dass der
Wert fur den Exponenten bei x = 3 liegt. Bei dieser Umkehrung der Exponentialfunktion
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nennt man den Exponenten x auch Logarithmus von 8 zur Basis 2 (gr. logos = Rech-
nung, arithmos = Zahl). Man schreibt dann als Losung der Gleichung: 2X = 8:

X = -log8 = 3 (d.h. der Exponent zur Basis 2 von 8 ist gleich 3, also: 23 = 8)

Das Zeichen ,log 8 wird gelesen: "Logarithmus von 8 zur Basis 2". Allgemein kénnen
wir fur einebeliebigeredlle Basisb > 0 schreiben: x = logy < bX =y

Wir konnen nun den Logarithmus »log y als Funktion von y betrachten, bei dem jedem
positiven y jeweils der dazugehdrige Exponent x zugeordnet wird, sodass 2X =y gilt. Das
ist die Umkehrfunktion zu £(X) = 2X und wir bezeichnen sie mit: f(y) = olog y. Wenn
wir in diese Umkehrfunktion fX(y) in ein Koordinatensystem einzeichnen, dann brau-
chen wir nur die Spalten der obigen Tabelle fur f(x) = 2% zu vertauschen:

£(X) X N
y Jlogy x= ,og8 = 3

0,125 | -3,0 e

0'177 -2’5 20 oo T

0,250 -2,0

oma 15~ 0 T

0,500 -1,0 S O

0,707 -0,5

1,000 0,0

1,414 05

2,000 1,0

2,828 15 1

4,000 2,0

5,657 25

8,000 30

Wir fassen allgemein zusammen:

Der Logarithmus plog y ist der Exponent x, mit dem man die Basis b
potenzieren muss, um die Zahl y zu erhalten:

plogy =x & bX=y
Die Logarithmusfunktion ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion
f)=p<=y o [y =plogy = x

Exponentialfunktion Logarithmusfunktion

3. Der dekadische Logarithmus
Wenn in der obigen Formel die Basisb = 10 ist, so heif3t der Logarithmus: ;glogy auch

"dekadischer Logarithmus® (von griech.: deka = zehn). Der dekadische Logarithmus
wird auch kurz mit "Ig y" bezeichnet, d.h.: jglogy = Igy. Esgilt dann:
1=y < x=lIgy
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Der dekadische Logarithmus Ig y kann auf dem Taschenrechner mit der Tastenbel egung:
oder bei einigen Modellen auch mit ermittelt werden ( nicht "In", das behan-
deln wir spéter).

1
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Schreiben Sie die folgenden Gleichungen mit Hilfe des Logarithmus:
a)z=d b) u=vS o h=2r d) \/k = ¢ e 0,7= 0,3".

Bestimmen Sie ohne Taschenrechner die Variable x:

a) x=q9log 1 b) x = 40l0g 0,1 c)xzzlog\/i d) x= slog 5.

e) ;ologx=5 f) plogx=—3 g)slogx=1 h) ,log (3x) = 5.

i) x=1000(107) ) x=og@) k) x=2@%98 ) jogl= 3
Berechnen Sie mit dem Taschenrechner:

a) 1lg 1000 b) Ig 0,01 c)lgh d)Ig 1,12 e lg0,7 f)lg 1.

Beweisen Sie die folgenden wichtigen Logarithmusformel n:
X
(D) lglxy) = lgx +1gy (2 1g9(5) =1gx —lgy  (3) lg(x?) = zIgx.

Tipp: Setzen Siex = 10% und y =10V .

Losen Sie die folgende Gleichungen, indem Sie beide Seiten logarithmieren und auf
der linken Seite die Formel (3) aus Aufgabe 4 anwenden:

a3 =100 b)5=15 c) 2X=10 d) 2,718% = 1,5.

€ 108X=003 f)272X=120 @5 =30 h3X !=27

Stellen Sie die folgenden Potenzen a's Zehnerpotenzen dar:

a3 b)15° o b’ d) k' e a f) a* grt-t  hr<
Beispie: 2°= 10" < I1g2°=1gl0° < 5lg2 = xIgl0 < x=5Ig2 = 1,505;
aso: 2° = 107,

Beweisen Sie:

Fir eine beliebige Basisb > 0 gjlt: 4) yogy = :g%.

Tipp: Bilden Sie auf beiden Seiten von b" =y den dekadischen Logarithmus g.

Berechnen Sie mit dem Taschenrechner gemal3 Aufgabe 7:
a) Hlog5 b) slog 24 C) 271109284  d)gslog 3,9.



3. Ein Anwendungsbeispiel: Zinseszinsen
Vor 200 Jahren wurden 2 franzdsische Francs — das entspricht etwa 0,3 € — auf die
Bank gelegt und jahrlich mit 8 % fest verzinst.

a) Wie grol3ist die Summe heute, wenn stets die Zinsen wieder mitverzinst werden?

b) Nach wie viel Jahren sind die 0,3 € auf das 100fache, also auf 30 € angewachsen?

¢) Wie hoch misste der Zinssatz sein, dass nach 200 Jahren 2.000.000 € angewachsen
sind?

Losung:

Nach1Jahr: 0,3+0,08-0,3 = 0,3-(1+0,08) = 0,3-1,08!
Nach 2 Jahren: 0,3-1,08 + 0,08-(0,3-1,08) = 0,3-1,08 (1+0,08) = 0,3-1,082
Nach 3 Jahren: 0,3- 1,082 + 0,08-(0,3-1,08% = 0,3-1,08%(1+0,08) = 0,3-1,083

Nach x Jahren: = 0,3 - 1,08%.
Die Funktion fur den Zinseszins nach x Jahren lautet also: f(x) =0,3-(1 + % ).
Wenn wir fur x Werte einsetzen, so erhalten wir mit dem Taschenrechner:

€
A
1.451.685
1400000~ : »_ ; 3~ . 08~x Bemerkung:
f()=03-108 Die Wertetabelle und die Zeichnung
zeigen sehr anschaulich, dass der
1200000- Wertetabelle ' ' ' Graph am Anfang relativ flach ver-
) ) ) lauft und dann (etwa nach 150 Jah-
X f(X) ren) sehr rasch steigt.
1600000~ : 20 1,39 » : : Zum Vergleich:
40 6,51 .
In den ersten 20 Jahren steigt das
60 30,37 . .
Kapital um einen Betrag von 1,09 €.
800000~ 80 141,58 } , , )
100 659,92 In den letzten 20 Jahren steigt das
120 3.075,89 i . . Kapital um 1.140.228,49 € !!
140 14.336,62 Die Exponentialfunktion steigt also
euonen-- 160 66.82240 epidemie-artig. Wir werden spéter
170 144.264,57 i i i noch sehen, dass sie stérker ansteigt
180 311.456,38 as jede beliebige Potenzfunktion:
400000~ : 190 672.410,98 » : : f(x) = x" mit n € IN. Denn es gilt der
200 1.451.684,87 folgende Grenzwert:
' ' X
im €~ o
200000- o m -
20 | 20 | 60 | 100 4o 180 200 220 Jahre

a) Problem: Wie grof3 ist der (Funktions-)Wert nach 200 Jahren? Wir missen also den
Wert £(200) berechnen.
Der Taschenrechner liefert: y = £(200) = 0,3-1,08°%° ~ 1.451.684,87 €.

b) Problem: Wie grof3ist die Anzahl der Jahre x, so dass f(x) = 30 ist?
Dazu mussen wir die Gleichung: 0,3 - 1,08° = 30 nach x auflésen, indem wir beide
Seiten logarithmieren:
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03-108=30 & 108=22 & Ig(1,089 = 1g100
< x1g1,08 = 1g 100

_ lg100 2 N
& X = 191,08 & X*ggam & X= 59,9 Jahre.

) Problem: Wie groR ist der Prozentsatz p, sodass: 0,3-(1 + %)200 = 2.000.000 ist?

Dazu |6sen wir:

b 2.000.000 p 2.000.000
1+700)® = —F7— < 1+ =29 S
(1+1700) 03 100 ~ Y 03

< p=100(z 2-020-000 ~1) ~ 8,17 %.

4. Die naturliche Exponentialfunktion

Wenn wir das vorige Beispiel verallgemeinern, so haben wir die folgenden Wachstums-
bedingungen: Wenn ein Anfangswert a pro Zeiteinheit x um p % wéchst (oder ab-
nimmt), so erhalten wir fur diesen Wachstumsprozess die Funktion:

f) = a-(1+155)% = ab®

Der Anfangswert a des Prozesses liegt zu Beginn vor, wenn also x = 0 ist (Zeitpunkt der

Untersuchung). DieBasisb=1 + fg—o kann dabei grof3er oder kleiner as 1 sein. Wenn

b >1ist, so handelt es sich um einen Wachstumsprozess, wenn b < 1 ist um einen Zer-
fallsprozess.

Wir wollen nun von dieser Wachstumsfunktion die 1. Ableitung bilden. Dabei nehmen
wir zunachst ein konkretes Beispiel: a=1 und b = 2, dann haben wir die bekannte Funk-
tion: f(X) = 2X. Wir bilden davon die Ableitung f'(x) ganz elementar (iber den Grenz-
wert des Differenzenquotienten:

— 99X
fx =2 B h S
X+ h) — f(x h
f'x) = lim h 1] 1,0000000000
01| 07177346254
- ox+h _ox 0,01 0,6955550057
- h'Té h 0,001 0,6933874626
0,0001|  0,6931712038
X oh_ o 0,00001|  0,6931495828
= lim ——< 0,000001| _ 0,6931474208
h—0 h —0000001|  0,6931469403
X (oh _ 1 —000001|  0,6931447783
= lim J—lh —00001|  0,6931231585
0 ~0,001 0,6929070095
_im =1 —001] 06907504563
h>o N ~01 0,6696700846
~1|  0,5000000000

h

Die Ableitung von f(x) = 2Xist also ein Produkt aus dem Grenzwert: Iirrg)2 H L und

h—
h _
der Funktion 2X selbst. Da der Ausdruck 2 h 1 nicht weiter vereinfacht werden kann,
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muissen wir seinen Grenzwertes mit Hilfe des Taschenrechners néherungsweise bestim-
men. Aus der Tabelle entnehmen wir die Erkenntnis, dass die Ableitung von
f(x) = 2%die Form: f'(X) ~ 0,69315 - 2X hat.

Dawir nun nicht bei jeder Basis b die Ableitung tabellarisch bestimmen wollen, suchen
wir eine allgemeine Herleitung der 1. Ableitung der Exponentialfunktion f(x) = bX. Wir
bilden den Grenzwert des Differenzenquotienten:

Lo fxth) —fx . pxthopx o pXph— pX
J'x) = Jlim h = JimT = Jim T
(hh — h _ 0+h _ Ko
= Iimmb—:ll— pX Iimb L pX Iimb b
h—0 h h—0 h h—0 h
= b im O = b
~—

Falsexistent, ist diesgleich f'(0)

Wir entnehmen dieser Herleitung die wichtige Erkenntnis, dass die Ableitung der Expo-
nentialfunktion f(x) = bX gleich dem Produkt von ihr selbst, also bX ist, multipliziert mit
der Ableitung an der Stelle x = 0. In einer Formel ausgedriickt, erhalten wir:

f) =0 = f(x =D f(0).

4.1. DieEulersche Zahl e

Bei der Ableitung der Exponentialfunktion f(x) = b* muss also fiir jede Basis b stets der

h _
Wert f'(0) = Mnob h 1 berechnet werden, dannist f'(x) = f'(0) - bX. Besonders ein-

h _
fach wére die Ableitung, wenn der Grenzwert ,!i”} b h 1 gleich 1 wére, denn dann wére

() = 1- b* = f(x), aso die Funktion f(x) gleich ihrer eigenen Ableitung £'(x) ! Wir

ph -1
h

suchen nun eine solche Basis b, fUr die der Grenzwert: t!irr?) gleich 1igt, d.h., dass

die Gerade g(X) = x + 1 an der Stelle x = 0 die Tangente der Exponentiafunktion
f(x) = bXist. Dazu die folgende Skizze:
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Tangente an f(X)

R
4 _~ Tangente

L ¥ Ex+L

PO/L)

1 2 3

Wir entnehmen der Zeichnung, dass fir dlex € R stets 1+x < b gilt. Wir setzen

nun kleine Werte x links und rechts von Null ein und néhern uns dem Punkt P(0/1):

Fur x-Werte, die grof3er sind als Null, | Fir x- Werte, diekleiner sind als Null,
z.B. x :% und nelN gilt: z.B.x :—% und m € IN gilt:
1
1 2 1 “m
1+ﬁ < bn 1_m < b
1\N - m-1 _ 1
- m
m -
= pMm < m—1
= b < (l M wir st =n+1:
= m-1 y WIT zenm=n .
+1\n+1
- b < (”_1)
n
+
o b < (1+3)"1

~

n n+1
(1+ﬁ) < b < (1+ﬁ)

Wir erhalten aso eine Intervallschachtelung fur die Basis b, bei der die Exponentialfunktion

f(X) = b* an der Stelle x = 0 die Steigung 1 hat. Wir bestimmen den Naherungswert von b mit
Hilfe eines Taschenrechners tabel larisch:
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Tabelle

" @) | asn™
1 2 4
2 2,25 3,375
3 2,3703703704 | 3,1604938272
10 2,5937424601 2,8531167061
100 2,7048138294 | 2,7318619677
1.000 2,7169239322 | 2,7196408562
10.000 2,7181459268 2,7184177414
100.000 2,7182682372 2,7182954199
1.000.000 2,7182804691 2,7182831874
10.000.000 2,7182816941 | 2,7182819660
100.000.000 | 2,7182817983 | 2,7182818255

Also gilt fur die gesuchte Basis b:
2,7182817983 < b < 2,7182818255

Wir nennen nun den gemeinsamen Grenzwert von
(1+3)"und (1+2)™ dieEulersche Zahl ¢
benannt nach dem Mathematiker Leonard Euler.

Esgiltaso:  lim (1+3)" = 1im (1+3)"™ = e

Ein genauerer Wert fir e betragt: e ~ 2,718281828459.

Als praktischer Ndherungswert kdnnen wir uns e~ 2,72 merken..

4.2. Diee-Funktion : f(x) = &X
Mit dieser Basis e erhalten wir dann die Exponential funktion:

Leonard Euler (1707-1783)

fx) = e =~ 2,72%. Wir kénnen nun mit dem Taschenrechner einmal Uberprufen, ob

der Grenzwert:

h“"} 2718281828459"—1  auch wirklich 1 ist. Mit dem Taschenrechner erhalten wir:

h h
2,71828183 —1

h h
01| 10517091808
00L| 10050167084
0.001]  1,0005001667

0,0001 1,0000500017
0,00001 1,0000050000
0,000001 1,0000005000
0,0000001 1,0000000494
0,00000001 1,0000000050
0,000000001 1,0000000005

12
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Die Exponentiafunktion f(x) = eX mit der Basise~ 2,72 heif:
Die natlirliche Exponentialfunktion: f(x) = eX ~ 2,72X

Sie wird auch kurz die e-Funktion genannt und in einigen Blchern und Computerpro-
grammen wird sie auch als exp(x) dargestellt, d.h. es gilt: exp(x) = eX.

Zusammenfassung Uber die e-Funktion f(x) = €*

Der Graph o
Die Eigenschaften

. 1. Fur dieBasisegilt: e~ 2,72
. Ferner gilt: e°=1und e'= % ~0,37.

2. f(x) ist monoton steigend fir allex € R

3. Die Werte von f(x) sind stets positiv,
d.h.esqiltfuralex e R: e >0.
Der Graph schneidet nie die x-Achse !

4. Der Graph von f(x) geht durch den Punkt

P(0/1) und hat dort eine Tangente der

4 N Steigung m = 1. Die Tangente hat also die
Gleichung: t(x) = 1- x + 1.

e~272% A ,,":rangentensteigung . .
. , o . m.:1 5 lim eX: + o0 [im eX= O
1) =1x+1 X400 X>=®

/// ’ - 6. Die Ableitung der e-Funktion ergibt
= wieder die e-Funktion:
’ fQ)=¢e = f(x)=¢

Bezlglich weiterer Untersuchungen erinnern
wir an die bekannten Ableitungsregeln:

1) = &

Diex-Achseist Asymptote

Erinnerung: Ableitungsregeln

1. (c-f) =c-f Gesetz vom konstanten Faktor ¢
2 (gth'=g=xh Die Summenregel
3.(@g-hy=g-h+g-h Die Produktenregel
4, (%)' = gh_;zg_h Die Quotientenregel
5. Wenn f(X) = g(2 und z =h(x) ist,
dann gilt: f'(X) =d'(2) - h'(X) Die Kettenregel.
e bliting

© www.re-wi.de 13



Mit diesen Regeln und der Ableitung der e-Funktion: f'(x) = eX kdnnen wir wie folgt
ableiten:

1 f[X)=5eX = f(X)=5&X (konstanter Faktor)

2. fX)= X = f(X)=2eX (Kettenregel: h'(x) = 2)

3 fX)=2eX = f(X)=-2-eX (konstanter Faktor + Kettenregel: h'(x) = -1)
4. fX)=4eX¥ = f(X)=-8xeX (konstanter Faktor + Kettenregel: h'(X) = —2-X)
5 f(X)=x2eX = f(X)=2xeX+x2eX(-1) = eX(2x—Xx?)

(Produktenregel + Kettenregel)
6. f(X) =5x3.eX*

S£)=5 - [3x - eX + ¥ . eX(-4x3)] = 57X (3 - 4xX).
— e — — S

konstanter g - h + g . h' e’x4 ausgeklammert
Faktor auflere - innere

Aufgaben:

Bilden Sie zu den folgenden Funktionen die 1. Ableitung:

1. f(X) = edx 2. f(x) = 2:e 3. f(x) = -3¢

4. f(X) = x-eX 5. f(X) = x2- e~ X 6. f(X) = x3.e 2

7. f(X) = 6:x%-eX
10. f(X) = -2

8. f(X) = (X2— 3x)-eX 9.  f(X) = (x2— 3x)-e3X
11 /) = 3-eX 12, f(X) = (5 + %)%,

5. Die naturliche L ogarithmusfunktion

Die Umkehrfunktion der natiirlichen Exponentialfunktion heif3 natirliche L ogarith-
musfunktion f(x) = &log(x). Sie wird mit In(x) oder kurz In x bezeichnet (In x heil3t
logarithmus naturalis von Xx).

Der Graph Die Eigenschaften
5 A A A Tangente m =1 1. Fur Inx gelten:
tx) = x -1 Ine=1, In1=0,
2 In Oist nicht definiert, d.h.In 0 ¢ IR.
1 | " 9 =Inx 2. In x ist streng monoton steigend fir

2 2718 4 5 6

14

dlexe R

3. Fir die Funktionswerte f(X) = In x gilt:
xel]0;1[ = Inx<O0
x=1 = Inx=0
Xxell,o[= Inx>0

4. f(X) geht durch den Punkt P(1/0) und
hat dort eine Tangente der Steigung 1,
namlich: t(x) = x— 1.

5. Es gelten die wichtigen Umkehrfor-
meln: @) IneX = x b) dNX = x
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Fur die Praxis sind noch die folgenden Gesetze wichtig:
6. In(ab) =lna +Inb 7. In(%) =lna—Inb 8. In@) =rlna

Welche Ableitung hat die Logarithmus-naturalis-Funktion f(x) = In x ?
Um dies zu bestimmen verwenden wir die Umkehrformel (5b) und die Kettenregel:

Denn wenn wir die beiden Seiten der Gleichung €NX = x ableiten, so erhalten wir:

@) = (¥ o X(nx) =1 (Inx = ellnx - )_1(

: : 1
Wir konnen das Ergebnis zusammenfassen:  f(X) = Inx = f'(X) = L

Einige Ableitungsbeispiele:

1 f¥)=5Inx = f(x :5-)—1(

5
% Gesetz vom konstanten Faktor

2. f)=4In2 = f() = 4 =§
Kettenrege: /09 = Inlg] = 100 = 55400

[N

3. f00=x- 1= £0) = 11 + %53 = I3 + 3
Produkten- & Kettenregel

4700=61nR = (9 = &I +e- L2 = iy + 2]
Produkten- & Kettenregel.

Bilden Sie zu den folgenden Funktionen die 1. Ableitung:

1. fX)=2-Inx 2. f(X)= -3-Inx2 3. f(X)=x-Inx

4. fX)=x3In(2) 5 fx)=€-Inx 6. f(x) =X In ()
7. f0)=xIn(3) 8 f)=e-In(Z) 9.f(x):x-ln(%).
LA =22 f0=-23 f09=Inx+1 4 f() =23 (29 +1)

5. (%) = X (Inx+) 6. (X) = 2x- (INX2 + 1)

7. £ =In(3)-1 8 f)=e(InG)-3)

9.f'(x)=|n(%)—2.

© www.re-wi.de
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Exponential- und Logarithmusfunktion

6. Formeln

fx) =a" =y & Jogy=x=f7Yy

+
aelR ;

xeR; yeR"

Die Logarithmusfunktion: f (y) = 409y ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion: f(x) = a.

EinBeispid: f(x)= 2X und die Umkehrfunktion: f *(y) = Hlogy:

I. Grundlagen:

fur:a y,r,s>0; X € R beliebig

1. & > 0 (furalexe R)

2. Jogy € R (nurfirye R")

3. Jog0 ¢ R

Il1. Grundformeln:

1. Jdog(rs) = Jogr + jogs

2. aIog(é) = Jogr — jogs

,log8 = 3

Wichtige Formeln

1
3. aIog(g) = —Jogs

4. Jog = s- Jogr.

Il DieBasen 10unde = M (1+5)" ~ 2718
n—>+w

Abkirzungen: Ig =, log und In=dog

1109 =y

2. 1g(109) = x

3 & =109

4, a = y & X::_g')é
|

5. aIogy=|—g-§

16

(aeR*\{1})

6. elny=y

7. In(€") = x

8 & = eIna-x

9. d = y & X = :%ﬁ
_ Iny

10. aIogy—Ina

V. Ableitungen

1L[E
2.[Iny]'
3
4.[dogy]’

5 ‘<|H(g<

2

=
<P

=3
®
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7. Funktionsunter suchungen
1. Aufgabe:

Untersuchen Sie die Funktion: f(x) = x%-e %

0. Definitionsbereich: D, =R

1. Symmetrie: f(-x) = x> = fist weder achsensymmetrisch zur x-Achse
noch punktsymmetrisch zum Ursprung

2. Ableitungen:
R =2x - X + X . eX(1) = eX (2x-%)
e b

1. Faktor 2. Faktor 1. Faktor 2. Faktor e ™ ausgeklammert
abgeleitet nicht abgeleitet nicht abgeleitet abgeleitet

f') = e X(-1) - 2x=%) + X . (2-20 = e X (¢ -—4x+2)
') = € X (-1) - (@ -4ax+2) + e* . (x-4) = e X (-¥+6x-6)

3. Fernverhalten: 1M f(x) = 0und 'M f(x) =  (Eigenschaften der e-Funktion)
X—>+00 X—>—00

4. Nullstellen: 7. Zeichnung

Dafir alez € Rstetsgilt: € >0, folgt:
fX) =x*e X= 0o ¥=0e x=0

Yy

5. Extrempunkte:
a) Notwendige Bedingung: /(x) =0
F)=eX (2x=x%) =0 o 2x- X =0
< X(2-X)=0 & x=0v x=2
b) Hinreichende Bedingung:
f)=0Af'x)=0
Nullstellen von #'(x) in f"(x) einsetzen:
'(0)=€(0*~40+2)= 2. € >0
= f(X) hat bei x =0 einlok. Minimum.
f'RQ)=e2(2-42+2)= e%(-2)<0
= f(X) hat bei x = 2 ein lokales Maximum.
c) y-Werte / Punkte
X =0in f(X) einsetzen: f(0) =0%e®=0.
Alsoist T(0/0) ein lokaler Tiefpunkt.
X =2in f(X) einsetzen: f(2) =2%e?=0,54
Alsoist H(2/ 0,54) ein lokaler Hochpunkt.

6. Wendepunkte:
a) Notwendige Bedingung: f"(x) =0
F)=eX (@ —ax+2) =0 & X —4x+2=0 < x= 2++[4-2
& X= 2121414 & x=341v x=0,58
b) Hinreichende Bedingung: f"(X) =0 A f"(x) = 0.
Einsetzen der Nullstellen von f"(x), dso x = 0,58 und x = 3,41 in die 3. Ableitung:
1"(0,58) = €2%8. [—(0,58)2 + 6:0,58 — 6)] ~€”28.(—2,9) < 0
= f(X) hat bei x = 0,58 einen Wendepunkt
(3,41) =3 [~(3,41)2+6:341 - 6)] ~e>*1.28 > 0, = f(x) hat bei x = 3,41 einen WP
C) y-Werte — Punkte
x=0,581in f(x) einsetzen: £( 0,58) = (0,58)%€>%® =0,19; alsoist W,(0,58/0,19) €in LR- WP.

x=3,411in f(X) einsetzen: £(3,41) = (3,41)%e>* =0,38
Also ist W,(3,41/0,38) ein RL- Wendepunkt.
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2. Aufgabe
1.2

Untersuchen Sie die Funktion: f'(x) = 0,4-€ 2 mit x € R (GauRfunktion)

0. Definitionsbereich: D, = R
1. Symmetrie: f(—x) = f(x) = f istachsensymmetrisch zur x-Achse

2. Ableitungen:
1y
f) =04 - €2 . (X
—
konstanter &uBere innere
Faktor  Ableitung Ableitung
1y 12 12
[ =04-(€2 (X () + €2 - (1) = 04-€2 (€ -1)
1y 12 7£X2
) =04-(€2 (x-(®-1) + €2 .2x= 04-€2 .(x3+3X)

3. Fernverhalten: ”f‘ f(x) = 0 (Eigenschaften der e-Funktion)
X—>xoo

4. Nullstellen:

Aus Symmetriegriinden gilt:
Dafir alez € R stets gilt: € > 0, folgt:

1y f(X) hat bei x = -1 ein LR- Wendepunkt.
f(x)=0,4-€ 2 >0,dh.f hat keine Nullstellen.

¢) y-Werte — Punkte

5. Extrempunkte: Einsetzenvonx = -1und x= 1in £(X):
a) Notwendige Fedmgung: /(X)=0 f1)=04- elez ~ 04-06 = 024,

_=X?
fx=04-€2 (x) =0 < —x=0 Also ist W,(1/0,24) ein RL- Wendepunkt.
b) Hinreichende Bedingung: f'(X) =0 A f"(X) = 0 Aus Symmetriegriinden gilt:

Y _—
f'(0)y=04-e2 (0-1)=-04-1<0 W5(-1/0,24) ist ein LR- Wendepunkt.
= f(X) hat bei x = 0 ein lokales Maximum.
¢) y-Werte — Punkte

il
f(0) =04-e* =04-1=04
Alsoist H(0/ 0,4) eine lokaler Hochpunkt.

7. Zeichnung
6. Wendepunkte:
a) Notwendige Bedingung: /'(x) =0 .
1 S
fX)=04-e? (¥ -1) =0 & ¥ -1 T
oxX¥=1lox=-1v x=+1, s

b) Hinreichende Bedingung: f"(xX) =0 A f"(x) = 0

Einsetzen von x =1 und x = — 1l indie 3. Ableitung:
1.2

lp L
F(1)=04-e? (-13+31)=04.e2 -2 >0

= f(X) hat bei x =1 ein RL- Wendepunkt.
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3. Aufgabe

Untersuchen Sie die Funktion: f(x) = x% In(x®) = x4nx? (Kurzschreibweise),

0. Definitionsbereich: Daln(0) nicht definiert ist, gilt: D, = R\ {0}.

1. Symmetrie: f(X) = f(—X), d.h. die Funktion ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

2. Ableitungen:

fe)=2x - Inx + X - ;lz-Zx = 2xInx® + 2x = 2x(Inx® + 1)
I = — —

1. Faktor 2. Faktor 1. Faktor 2. Faktor 2x ausgeklammert
abgeleitet nicht abgeleitet nicht abgeleitet ~ abgeleitet (Kettenregel !)

F09 = 2-(n¢+1) + 2x-32x = 2In¢+2 +4 = 2(nx+3)
I | _ 4
09 = 22+ 0) =

3. Fernverhalten: X' M f(x) = oo undxI iM f(x) = oo (Eigenschaften der e-Funktion)
—+00 ——0
4. Nullstellen: 7. Zeichnung f(X) =x* In(x?)

fX) =x2Inx2 = 0 < In(x?) =0, weil 0¢ ID;
< X=1 (denn:In1=0) < x=-1v x=1.

by

5. Extrempunkte:
a) Notwendige Bedingung: f'(x) =0
f)=2x-(Inx*+1) =0
< Inx2 + 1 =0,da 0¢ ID;
< Inx2 =—1| € auf beide Seiten anwenden:
o dn¥ =gl
Nun gilt fir z>0: €"Z =z, also: €M% = x2
ox=el=1go x:i\EziO,6.

e
b) Hinreichende Bedingung: f'(X) =0 A f"(xX) # 0
Nullstellen von £(x) in f(x) einsetzen:
£"(0,6) = 2-(In0.6°+3) ~ 3,96 >0
= f(X) hat bei x =0,6 ein [ok. Minimum.

¢) y-Werte / Punkte
x=0,6in f(X) einsetzen: £(0,6) = 0,6?-In0,6°~—0,36 = T,(0,6 / -0,36) ein lokaler Tiefpunkt.
Wegen Achsensymmetrie zur y-Achse gilt dann auch: T,(0,6 / -0,36) ist ein lokaler Tiefpunkt.

6. Wendepunkte:
a) Notwendige Bedingung: f"(X) =0 < 2(Inx¥+3) = 0 < Inx¥=-3] eV anwenden
sd¥-g3 o =3 o x=4_r\/g ~ + 0,22.
b) Hinreichende Bedingung: f"(X) =0 A f"(X) = 0.

Einsetzen () = f = f"(0,22) = ﬁ > 0 = f(X) hat bei x=0,22 einen RL-Wendepunkt:

¢) y-Werte — Punkte

Xx=0,22in f(x) einsetzen: f( 0,22) = ( 0,22)%In( 0,22)?=- 0,15

Alsoist W,(0,22/-0,15) €in RL- Wendepunkt.

Wegen Achsesymmetrie zur y-Achse folgt, dass W,(- 0,22/ -0,15) ein LR- Wendepunkt ist.

Untersuchen Sie nach dem oberen Schema die folgenden Funktionen:
1. f(X) = 5x€" 2. f(x) = (2-x)-€ 3. f(x) = 3xe*
4. f(x) = x2- e~ 5. f(x) = x3e 2 6. f(x) = -3
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Uberpriifen Sie | hre Ergebnisse an Hand der angegebenen Graphen:
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8. Exponentielle Zunahme oder Abnahme

Mit der Exponentialfunktion: f(t) = aet,
wobei t die unabhangige Variable, y = f(t) die abhéngige Variableist;
a, k € R Konstanten sind und e ~ 2,73 die Eulersche Zahl ist,

koénnen bestimmte Wachstumsprozesse beschrieben werden, so z.B. bei einer Bakteri-
enkultur mit einer grof3en Anzahl von Individuen. Es findet dort eine Vermehrung in
einer Art "Verzinsung" des Anfangsbestandes zu jedem Zeitpunkt t statt. In der Funkti-

onsgleichung f(t) = ae*" haben wir dann die fol genden bi ol ogischen Bedeutungen:

t istdieVariableflr die Zeit;
f(t) ist die Variable fur die Zahl der Individuen zur Zeit t;
a istdieVariablefir den Anfangsbestand zur Zeitt = 0;
_ k-0 0
denn: f(0) =ae =ae =al=a
k ist dieVariablefir die Wachstumsrate.

Daraus ergeben sich folgende Konsequenzen:

1. DieIndividuenzahl zum Zeitpunkt t ist: f(t) = a-ekt,

2. DieIndividuenzahl zum Zeitpunkt t+  ist: f(t+1)= ae™ = adt*K

= aele = f(t)-ek,
3. Die Individuenzahl hat sich folglich vom Zeitpunkt t bis zum Zeitpunkt t + | um den

Faktor w = € gesndert, denn es gilt: f(t + 1) = f(t)-€< = f(t)}w.

Man kann daher als die GroRe w = € als Wachstumsfaktor bezeichnen. Aus der Glei-
chungw = ek folgt durch Logarithmieren: k = In w. Die Konstante k ist al'so der natirli-
che Logarithmus des Wachstumsfaktors w = e pro Zeiteinheit, denn w gibt an, um
welchen Faktor sich die Population vom Zeitpunkt t zum Zeitpunkt t+l (also eine Zeit-
einheit spater) vermehrt.

Wir fassen zusammen:

Die Exponentialfunktion f(t) = ae*! beschreibt also die zeitliche Entwicklung

der Individuenzahl einer Population bel konstantem Wachstumsfaktor w = ek
und Wachstumsrate k = In (w).

Fur die Wachstumsrate w,, zwischen zwei beliebigen Zeitent; und t, gilt:

bt
wo. = ) _ ce 2 o=kt _ K-t

Wenn zwischen t; und t, eine Zeiteinheit liegt, dann gilt: t, —t; =1und t, = t; + 1.
Esfolgt dann w;, =%(% = =€ , das ist also der konstante Wachstumsfaktor w.
Vom Zeitpunkt t; =t bis zum Zeitpunkt t, =t + | hat sich die Individuenzahl um den
Wachstumsfaktor w = ek gedndert. Also haben wir folgendes Ergebnis:

w =€ ist der Wachstumsfaktor ( er kann empirisch mit einer Tabelle ermittelt
werden) und k = In w ist dann die Wachstumskonstante . Bezogen auf die

Funktionsgleichung f(t) = a-ekt unterscheiden wir nun fur den Wachstumsfak-
torw =€ drei charakteristische Falle:
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Fallunter scheidung
1. Fal: wist grofZer als 1

w=e > 1, d.h. k > 0. Die Individuenzahl nimmt im Laufe der Zeit zu. Voraussetzung
fur dieses exponentielle Wachstum ist u.a., dass Lebensraum und Nahrung in unbe-
grenzter Menge zur Verfigung stehen. Aul3erdem missen die "Umweltbedingungen”
konstant bleiben.

Mit Hilfe der Funktion f(t) = a-ekt kann auch die Abnahme einer Popul ation beschrieben
werden, dasist dann ein " Schrumpfungsprozess', wir erhalten den:

2. Fall: wist kleiner as1

w=e< 1, d.h. k < 0. Esfolgt dann f(t+1) < f(t). Die Individuenzahl ist zum Zeitpunkt t
+1 kleiner a's zum Zeitpunkt t, d.h. die Population nimmt ab. Der "Wachstumsfaktor" w

= ek < 1 heifd dann ein Zerfallsfaktor, und die Variable k die Zerfallskonstante.

3. Fal: wist gleich 1
w=e= 1, d.h. k = 0. Esfolgt dann f(t+1) = f(t) : Die Individuenzahl ist konstant. Sie
andert sich nicht mit der Zeit.

Zusammenfassung:
1Firw=e'> 1,d.h. k>0, nimmt dieZahl der Individuen zu (Wachstum).

2. Firw = ek <1,dh. k<0, nimmtdieZahl der Individuen ab (Zerfal).
3. Firw= ek =1,d.h. k=0, bleibt die Zahl der Individuen konstant.

1. Beispid: Wachstum einer Bakterienkultur

Bel einer Kultur von Coli-Bakterien (Escherichia Coli = Bakterien der Darmflora bei
Saugetieren) wird in stiindlichen Abstanden die Bakterienzahl pro ml Nahrlésung be-
stimmt. Die Ergebnisse sind in folgender Tabelle festgehal ten.

Zeitt| Bakterienzahl

inh f(t) in Mio.

0 8,0

1 14,59

2 26,64

3 48,24

X 4 87,57
Escherichia Coli 5 159,78

a) Weisen Sie nach, dass es sich um ein exponentielles Wachstum handelt und stellen
Sie den Funktionsterm als e-Funktion auf.

b) Wieviele Bakterien sind nach einem Tag vorhanden?
c) Nach wieviel Stunden betrégt die Anzahl der Bakterien 1 000 Mio. ( =1 Milliarde)?
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L osung:
a) Wir berechnen zunéchst die Quotienten der benachbarten Messwerte:
1) _ 1459 =1,824 H2) _ 2664 =1,826 fe) _ 4824 =1,811

0 = 800 (1) = 1459 f(2) =~ 2664
f(4) _8757 _ f(5) _ 15978 _
t3) ~a824 - 1815 Fay = g7 - 1825

Das ergibt einen Durchschnittswert von 1,82.

Dain der Tabelle i%)ll 1,82 = 1+ﬁ ist, wachst also die Anzahl der Bakterien

f(t) bel einem Zeitschritt von 1 Stunde ndherungsweise um den konstanten Faktor
w =182 - dasist der Wachstumsfaktor. In jeder Stunde nimmt die Bakterienanzahl
also um 82 % zu. Damit ist f eine exponentielle Wachstumsfunktion mit dem Funk-
tionsterm f(t) = a-1,82t mit a = f(0) = 80 Millionen und w = 1,82. Stellt man die
Wachstumsfunktion als e-Funktion f(t) = a-ekt dar, so erhdt man mit k = Inw den

Funktionsterm f (t) = 8-e In(L.82)t . Also lautet die Funktion: f (t) = 8-e 050881
b) f (24) = 8-e>°7¢8?* = 13945138, 93 Mio. = 13, 945 Billionen
c) Esqilt dieBedingung: f(t) = 8e05988t = 1000 < In(e05988t)— In 125
In 125
St = 05988 — 8,06.

D.h. nach 8,06 Stunden ist die Zahl der Bakterien schon auf 1 000 Mio. = 1 Milliarde
angewachsen.

2. Beigpiel: Abbau eines Medikamentesim K or per

Zur Untersuchung der Langzeitwirkung von Kopfschmerztabletten wurde einer Ver-
suchsperson eine Dosis von 70 mg verabreicht und im téglichen Abstand die Konzentra-
tion des Medikamentes im Blut gemessen.

Zeitt(inTagen)| 0| 1| 2| 3| 4] 5
Konzentration (inmg/l)| 10| 7,20| 5,18| 3,72| 2,68| 1,93

a) Welsen Sie nach, dass es sich im angegebenen Zeitraum um eine exponentielle Ab-
nahme handelt. Bestimmen Sie die Zerfallskonstante k und die Zerfall sfunktion f(t).
b) Nach wie vielen Tagen sinkt die Konzentration erstmals unter 0,5 mg/I?

L osung:
a) Der Quotient aufeinander folgender Konzentrationen in des Medikamentes
ergibt gemittelt den Wachstumsfaktor w =~ 0,72. Daher kann in guter Ndherung von

einem exponentiellen Zerfall ausgegangen werden. Die Zerfallskonstante ist k = In
(w) =1In (0,72) ~ —0,3285. Mit der Anfangskonzentration von 10 mg erhélt man die

Zerfdllsfunktion f mit f(t) = 106 >32%°",

b) Ausf(t) =10-e 03285t _ = 0,5 erhd@t man durch Logarithmieren:

0,3285t _In0,05
) =1In (0,05) und dann t = 20,3285

Konzentration damit erstmals unter 0,5 mgy/I.

In(e = 9,12. Also am zehnten Tag sinkt die
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9. Halbwertzeit und Verdoppelungszeit

Mit der Wachstums- bzw. Zerfallskonstanten k sowie dem Wachstums- bzw. Zerfalls-
faktor W = e
verbindet man keine direkte anschauliche Vorstellung. Meist werden deshalb Wachstum
und Zerfall durch die prozentuale Zunahme oder Abnahme p pro Zeitschritt ange-
geben:

1. Wachstum: prozentuale Zunahme p

Ausflt+1)= w-f(t)= f(t) + 355-F (1) = (I +355) F (1) folgt w = | +555

Mitk =Inw ergibt sich:  k=In(1+35) -

Lost man diese Gleichung nach p auf, so erhdlt man: ~ p=100-(e‘= 1) .

2. Zexfall: prozentuale Abnahme p
Bel einem Zerfallsprozess mit der prozentualen Abnahme p pro Zeitschritt ergibt sich
dann analog:

Ausflt+1)= w-f(t)= f(t) - 555-F®) = (I-355) f(t) folgt w = 1-55

k=In(1-5) und p =100(1- €)

Eine fir Wachstums- bzw. Zerfalsprozesse charakteristische Grofde ist die Ver-
doppelungszeit Ty, bzw. die Halbwertszeit Ty, d.h. die Zeit, in der sich ein Bestand
jewells verdoppelt bzw. halbiert. Die Halbwertszeit Ty, eines Zerfalls berechnet man
folgendermalien:

Aus f(t+Ty) = %-f(t) folgt mit f(t) :a-ekt die Gleichung a-ek'(HTH) =% a-ekt oder
i ke : In(3
ae . TH :% e, Hieraus enthalt man: €™ = % dso Ty = l(f) = - '”72

Wird ein exponentieller Wachstums- oder Zerfallprozess durch eine Funk-
tion f mit der Gleichung: (t) = a€", a> 0, beschrieben, undist p (p > 0) die
prozentuale Zu- bzw. Abnahme pro Zeitschritt, so gilt:

Wachstumskonstante: k=|n(1+f8—0) Verdoppelungszeit T, = + '”TZ
Zerfdlskonstante: k = In(l—fg—o) Halbwertszeit: Ty = — '”TZ
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1. Beispid: Radioaktiver Zerfall
Von dem radioaktivem Element Casium 137 zerfallen innerhalb eines Jahres etwa
2,3 % seiner Masse.
a) Bestimmen Sie die zugehorige Zerfallskonstante k und die Halbwertszeit T,
b) Nach welcher Zeit sind mindestens 90 % der Masse zerfallen?

Losung:
AAusp=22 undk =In(1-22) ~ - 0,02327 folgt: Ty =-—peal= ~ 29,79,
b) Der Zerfall kann durch die Funktion f mit f (t) = ae 29%%"' = f§().e 002%™

beschrieben werden. Da 10 % = 0,1 der Stoffmenge noch strahlen sollen, erhdt man
f(t) = 0,1-f(0) oder:ae 002327t _ 0,1-a. Dividiert man beide Seiten durch a, dann
folgt: € *%%*™ = 0,1. Daraus ergibt sich schlieRlich t= 221 - 98,95, Bei einer

Halbwertszeit von etwa 30 Jahren sind nach rund 99 Jahren mindestens 90 % der
Ausgangsmenge zerfallen.

2. Beigpiel: Wertminderung eines Autos
Ein Auto verliert pro Jahr etwa 15 % an Wert.
a) In welchem Zeitraum sinkt der derzeitige Wert eines Autos um die Hélfte?
b) Welchen Prozentsatz seines Neuwertes hat es noch nach 10 Jahren?

c) Berechnen Sie den jahrlichen Werteverlust der ersten 3 Jahre, aber immer bezogen
auf den Neuwert.

(Beachten Sie, dass die oben genannten 15 % sich immer auf den jeweils vor-
handenen Jahreswert beziehen, der ja stetig falt!.)

Losung:
a) Ausp =z undk = In(1 -:) ~-0,1625folgt: Ty = - —& ~ 4,265 Jahre.

100 ~ -0,1625

b) Der Werteverlust kann durch die Funktion f mit f(t) = ae 01625t

den. Nach zehn Jahren erhdlt man: f (10) = ae > 02> 10

nach 10 Jahren hat das Auto noch 19,9 % seines Neuwertes.

beschrieben wer-

_ 197
~ 0,197-a = W-a, d.h.

c) Wir berechnen nacheinander:

f()=a-ae “®1 L 015a = Verlus 15% = 15% Verlust nach dem 1. Jahr

f(2)=a-ae "2 L 0277.a = Verlugt 27,7% = 12,2 % Verlust v. 1. zum 2. Jahr
f(3)=a-ae "3 L 0386a = Verlust 386% = 10,9 % Verlust v. 2. zum 3. Jahr
f(4)=a-ae "% L 0478a = Verlugt 47,8% = 9,2 % Verlust v. 3. zZum 4. Jah.

Bemerkung:

Nach diesen Berechnungen und aufgrund von Statistiken Uber altersbedingte Reparatu-
ren zeigen, dass es am gunstigsten ist, einen Gebrauchtwagen zu kaufen, der etwa 3 bis
4 Jahre dt ist, um ihn dann nach weiteren 3 — 4 Jahren wieder zu verkaufen.
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3. Beispid: Verlauf und Therapie einer Lungenentziindung

Eine Lungenentziindung wird meist durch bestimmte Bak-
terien, sogenannte Streptococci pneumoniae hervorgerufen | o
(auch: Pneumokokken, aus griech. pneumon = Lunge;
kokkos = Kern; streptos = gekrimmt). Bakterien sind Ein-
zeller und vermehren sich durch Zdllteilung. Die Anzahl
der Bakterien nimmt innerhalb einer Zeiteinheit, z.B. in- S 4
nerhalb eines Tages, um so starker zu, je mehr Bakterien l U ke

Zu Beginn dieses Zeitraumes vorhanden sind. Insofern Streptococcus pneumoniae
vermehrt sich pro Tag nicht nur die Anzahl der Bakterien,

auch die Wachstumsgeschwindigkeit selbst wird stets

groRer, was bei Krankheiten wie die Lungenentziindung

fatale Folgen haben kann.

Angenommen, man hat festgestellt, dass sich die Pneumokokken im Korper pro Tag um
12 % vermehren (d.h.: an jedem Tag wird damit der Zuwachs grof3er, weil die Ver-
mehrung von 12 % ja immer von der jeweils schon erreichten Anzahl berechnet wird).
Weliter hat man bei einer Blutprobe festgestellt, dass sich zum Zeitpunkt t = O (Tagen)
eine Anzahl von 300 Mio. Pneumokokken in einem Milliliter Blut befindet.

Aufgaben:

a) Stellen Sie die Wachstumsfunktion f(t) der Bakterien auf und ermitteln Sie mit einer
Wertetabelle, wie viel Pneumokokken wahrend der ersten 15 Tagen nach der Unter-
suchung ohne Behandlung zu erwarten sind?

b) Zeichnen Sie die Wachstumsfunktion W(t) der Pneumokokken in ein Koordinaten-
system.

c) Nach wie viel Tagen ohne Behandlung hat sich die Anzahl der Pneumokokken
verdoppelt, verdreifacht, verfinffacht?

d) Man verfugt Uber ein Antibiotikum, dasin drei Dosen verabreicht wird:

Die Dosis D; kann pro Tag etwa 80 Mio. Pneumokokken, Dosis D, etwa 100 Mio.
und Dosis D3 etwa 120 Mio. Pneumokokken pro ml und pro Tag abtoten.

Zeichnen Sie gemald dieser drei Dosen die Therapiefunktionen T3(t) = 80+,
T1(t) = 100-t und To(t) = 120t in das gleiche Koordinatensystem ein.

Welche Therapie empfiehlt sich, wenn man die Nebenwirkungen mitberticksichtigt?

€) Bestimmen Sie die optimale Dosis fur die Therapie, d.h. eine Therapiefunktion
Tm® = mt, mit der alle Bakterien getotet werden konnen, die aber moglichst
wenig Nebenwirkungen des Medikamentes zur Folge hat. (Bemerkung: Behandeln
Sie der Einfachheit halber Wachstums- und Therapiefunktion unabhangig voneinan-
der, was sie in Wirklichkeit nicht sind; denn sobald das Medikament beginnt, die
Bakterien abzutdten, verandert sich standig die Basis fur das Wachstum.)

Losung:
a) Die Wachstumsfunktion f(t) ist eine Exponentialfunktion f(t) = ae® mit einer pro-
zentualen Zunahme von p = 12 % = 0,12 pro Tag, das bedeutet, dass der Wachstums-

faktor dann w = (1 + %20)" ist, sodass k = In (1,12) ~ 0,11333 ist und damit
ft) = ae> 133! pa der Anfangswert a = f(0) = 300 (Mio.) ist und die Funktions-
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variable t als Zeitvariable fur die Anzahl der Tage steht, erhalten wir die Funktions-

gleichung: f(t) = 300”333 Nach 15 Tagen erhalten wir dann also:

0,11333-15

f(15) =300-e ~ 1642 Mio. Pneumokokken pro ml

b) Mit der Funktion f(t) = 300-e>*" entstent die folgende Tabelle:

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
f(t) 336 376 421 472 529 592 663 743 832 932 1044 1169 1309 1466 1642

Dazu die Zeichnung des Graphen von f(t) mit den Therapiefunktionen:
T1(t) = 80, To(t) ) = 100-t und T3(t) ) = 120-t:

Anzahl y der Bakterien pro mm? ) = 300.62113331
ool Tm=120t __,l..w“f"'Tz('t)=100t
o T Te
Loo Zeittin Tagen
c¢) Verdopplung, Verdreifachung und Verflnffachung:
cl) Ansatzz  f(t) = 30023 = 2300 < 011333t = In2
__In2
< =513 ~ 61
) _ 0,11333t _ __In3
c2) Ansatz:  f(t) =300-e =3300 ot = 011333 ~ 9,7
) _ 0,11333t _ __In5
c3) Ansatz.  f(t) =300-e =5300 <t = 011333 ~ 14,2.

d) Aufgrund der Zeichnung der Funktionsgraphen empfiehlt sich, die Dosis D, mit der
Therapiefunktion: To(t) = 100. Denn die Dosis Dy ist zu klein, damit kénnen nicht
ale Bakterien getotet werden, und die Dosis D3 erreicht zwar ihr Ziel friher as Do,
aber hier sind die Nebenwirkungen des Medikamentes zu hoch.

€) Eine Dosis ware optimal, wenn die Therapiefunktion eine Tangente an die Wachs-

tumsfunktion bildet; denn dann werden erstens alle Bakterien abgetdtet und zweitens
die Nebenwirkungen des M edikamentes minimiert. Siehe Skizze:
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f(t)

T

-1 1 2 3 4 E s z 8 E) 10 11 12 13 14 15 16

Also missen die folgenden beiden Bedingungen gelten:

(1) f(t) = T(@) und (2) f'(t) = T'(t). (Vereinfachter Ansatz, sieche Bemerkung!)
Also muss gelten
0,11333t_

(1) f(t) =300-e m-t
@ f@t) =300e>M%%0,1133 = T'(1) = m
o 3B -y | m in Gleichung (1) einsetzen
< 300 eO,11333-t - 34 eO,11333-t t | : (34 e0,11333~t)
300 o .
< t=35 ~88 | t inGleichung (2) einsetzen
< m o= 92

D.h. es gibt eine Tangente T(tf) = m-t mit der Steigung m ~ 92 der Bakterien-
Wachstumsfunktion f(t), die durch den Koordinatenursprung geht und den Graphen von
f(t) an der Stellet = 8,8 berthrt.

Der dazugehorige y-Wert ist dann: T(8,8) =92-8,8 ~ 810.

Damit ist die Aufgabe gel Ost:

Die Therapiefunktion T(t) = 92t stellt eine Tangentenfunktion an die Wachstums-
funktion: f(t) =300-1,12" in dem Punkt P(8,8 / 810) dar.

Mit einer solchen Dosis gelingt es nach etwa 9 Tagen alle bis dahin angewachsenen 810
Bakterien pro mm® abzutdten, wobei die Nebenwirkungen des Medikamentes minimal
sind.
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4. Beispidl: Altersbestimmung nach der Radiocarbonmethode (C-14-M ethode)

Die Erde ist standig der sogenannten kosmischen Strahlung ausgesetzt. Wenn diese
Strahlung auf die obersten Schichten der Erdatmosphére trifft, erzeugt dies freie Neut-
ronen. Diese wiederum reagieren mit dem zu etwa 80% in der Luft enthaltenen Stick-
stoff. Dabel lauft folgende Reaktion ab:

YN+ 1p > ¥C + 1

Der Kern eines Stickstoffatoms N (Massezahl 14, also 7 Neutronen und 7 Protonen)
nimmt ein Neutron auf. Dabei entsteht unter Abgabe eines Protons aus dem Stickstoff-
atom **N das radioaktive Kohlenstoffisotop *C (Massezahl 14, also 8 Neutronen und 6
Protonen). "Herkémmlicher" Kohlenstoff *C hat dagegen 6 Neutronen und 6 Protonen,
ist also leichter als *C. In der Atmosphére liegt Kohlenstoff im wesentlichen als CO,
(Kohlendioxyd) vor. Dabei herrscht ein Gleichgewicht zwischen radioaktivem und
"normalem" CO,, dem es in chemischer Hinsicht véllig gleicht. AuRer °C, das etwa
99% des gesamten Kohlenstoffvorkommens ausmacht, existiert noch das etwas schwe-
rere Isotop *C zu etwa 1%. Dieses ist jedoch nicht radioaktiv. Der Anteil an **C im
Vergleich zu *2C kann firr den Zeitraum der Menschheitsgeschichte al's nahezu konstant
betrachtet werden und betragt gerundet 1 : (1,2 - 10 ™) . Da es sich beim **C um ein
radioaktives Isotop des Kohlenstoffs handelt, ist dieses nicht stabil. Es zerféllt in das
Ausgangselement Stickstoff unter Abgabe eines Elektrons, welches der Umwandlung
eines Neutrons in ein Proton und ein Elektron entstammt. Dabei |8uft folgende Reaktion
ab:
14C N 14N + e

Das freigewordene Elektron bewirkt eine radioaktive B—Strahlung. Die Zeitspanne, in
der jeweils die Halfte der urspriinglich vorhandenen **C Atome zerfallt, heif Halbwert-
zeit. Fur *C betrégt die charakteristische Halbwertszeit 5730 Jahre.

Das *C gelangt in die untere Atmosphére. Hier wird es in Form von CO, von Pflanzen
aufgenommen. Durch die Photosynthese wird neben *2C auch *C - jetzt in Form von
Stérke - in die Pflanze eingebaut. Jeder Organismus steht, solange er lebt, durch Stoff-
wechselvorgange im standigen Austausch mit seiner Umwelt: bei Menschen und Tieren
wird Kohlenstoff - also auch *C - (z.B. in Form von Kohlenhydraten) durch die Nah-
rung aufgenommen und durch das Ausatmen (Kohlenstoffdioxyd CO,) oder
K 6rperausscheidungen wieder abgegeben. Somit stellt sich ein Gleichgewicht zwischen
K ohlenstoffaufnahme und K ohlenstoffabgabe ein.

Wie bereits gesagt, betragt der Anteil an **C im Vergleich zu °C in der Atmosphére,
wie auch in lebenden Organismen 1 : (1,2 - 10™). Proben mit dieser *C—Konzentration
werden in der Fachsprache als modern bezeichnet. Stirbt nun der Organismus, so findet
kein K ohlenstoffaustauch mehr statt. Durch den Zerfall von *C verringert sich aber des-
sen Anteil kontinuierlich mit der Halbwertzeit von 5730 Jahren. Die stabilen Isotope °C
und **C bleiben jedoch in der Probe enthalten. Um das Alter einer Probe ermitteln zu
kénnen ist es also notwendig, den Anteil der noch vorhandenen **C Atome herauszufin-
den. Dies geschieht durch einen Teilchendetektor, der die radioaktiven Strahlungsteil-
chen z&hlt.
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Aufgabe:

In der Grotte Chauvet im Vallon Pont d’ Arcin
Stdfrankreich wurden am 18. Dezember 1994
durch die Hohlenforscher Chauvet, Deschamps
und Hillaire einzigartige Hohlenmal ereien ent-
deckt. Die Bilder wurden mit organischen Far-
ben gemalt.Bei der Altersbestimmung mit der
Radiocarbonmethode stellte man fest, dass die
Farbe der Wandmalereien nur noch 2,35 % des
Kohlenstoffisotops *C enthidlt, das eine :
Halbwertzeit von 5730 Jahren hat. Grotte Chauvet, rechts Wollnashdrner, links Hohlenlowen

a) Wiealt sind die Hohlenmalereien ?
b) Moderne Geréte kénnen unter 0,1% der **C-Isotopenanteile nicht mehr genau mes-
sen. Biswie welit reicht die Altersbestimmung nach der C-14 Methode?

Losung:
a) Aus T, = 5730 erhat man mit der Formel: T,, = - InTz
& k= —'$—H2 = —a0Z = 0,000120068
Daraus erhalten wir die Zerfallsfunktion: f(t) = 100%-e ~0.000120968 ( t in Jahren)
und aus der Gleichung: f(t) = 2,35% < 100%-e~ 0002098t — 5 a5y
o~ 0000120068 _ 0,0235.
Daraus folgt: — 0,000120968:t = In(0,0235) < t ~ 31 006 Jahre
_0,000120968 t

b) Aus 100%-e = 0,1% folgt: t ~ 57100 Jahre

\Ver mischte Aufgaben

1. Bel einem Experiment zum radioaktiven Zerfall von Radon 220 misst man zu Beginn
der Beobachtung eine Masse von 400 mg. Alle 30 swird die Masse neu bestimmt.

Zeitt (5 |0 |30 |60 |90 [120 |150 |180
‘.‘ Masse ‘400 ‘274 ‘187,8‘128,7‘88,2 ‘60,4 ‘41,4

VN (mg)
a) Begriinden Sie, dass man im angegebenen Zeitraum von einem
exponentiellen Zerfall sprozess ausgehen kann.

Geben Sie den Wachstumsfaktor w fir den Zeitschritt 30 s und die zugehérige Zer-

fallsfunktion an.

b) Bestimmen Sie neben der Zerfalsfunktion auch die Zerfallskonstante zum Zeit-
schritt 1 s.

2. Ein Kapital von 20 000 Euro wird mit einem Zinssatz von 5 %jahrlich verzinst.
a) Geben Sie die Funktion an, welche die zeitliche Entwicklung des Kapitals be-
schreibt.
b) Bestimmen Sie das Kapital nach 1; 2; 5; 10 und 20 Jahren.
c) Vor wie vielen Jahren betrug das Kapital bel gleichem Zinssatz 15 000 Euro?
d) In welchem Jahr nimmt das Kapital erstmals um 5000 Euro zu?
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3. HellRer Kaffee in einer Tasse kuhlt sich almahlich auf Raumtemperatur ab. Nach
dem Abkihlungsgesetz von Newton verlauft die Abnahme des Temperaturunter-
schiedes zwischen Getrank und umgebung exponentiell, d.h. die Abkihlung gehorcht
folgender Funktion:

Ty = ae’! mitk <0, Ty(t) gibt aso in jedem Zeitpunkt t den
Temperaturunterschied zwischen Getranktemperatur und Raum-

temperatur an.
a) Bei einer konstanten Raumtemperatur von 20 °C wurde beim BT

Einschenken eine K affeetemperatur von 80 °C gemessen. 10 H
Minuten spater betrug die Temperatur noch 62 °C. Bestim- '
men Sie die Funktionsgleichung und skizzieren Sie den Gra-

phen von Ty (Wertetabelle).

b) Wann kann man mit dem Trinken beginnen, wenn der Kaffee
nicht heif3er als 45 °C sein soll?

c) In welcher Zeit kihlt der Kaffee von 80 °C bis 75 °C ab und in welcher Zeit von
30°C bis25°C?
Wie lange dauert es, bis der Kaffee Raumtemperatur hat? Erkléren Sie die Ergeb-
nisse.

d) Man mochte einen Latte macchiato halb Kaffe, halb Milch trinken. Die Milch hat
Raumtemperatur (20 °C ) und die Trinktemperatur soll nicht heil3er als 45 °C sein.

Welche von den folgenden Mdglichkeiten ist schneller:

1. Man giefdt sofort die Milch hinzu (dann entsteht eine Mischungstemperatur von
50 °C) und dann wartet man, bis der Latte macchiato auf 45 °C abgekuhlt ist.

2. Man wartet, bis der Kaffe auf 70 °C abgekihlt ist und gief3t dann die Milch (20
°C) hinzu, sodass dann as Mischungstemperatur die Trinktemperatur von 45
°C ereicht wird.

4. Eine Internetbank hatte im Jahr 2003 eine jahrliche Bilanzsumme von 300 Millionen
Euro. Fir das Jahr 2004 werden bereits 375 Millionen Euro erwartet.
a) Umwieviel Prozent stieg die Bilanzsumme innerhab eines Jahres?
b) Welche Bilanzsumme erwartet die Bank bei gleich bleibendem prozentualem
Wachstum in den néchsten 3 Jahren?
c) Wann Ubersteigt die Bilanzsumme voraussichtlich 650 Mio. Euro?

5. Cholera, eine infektitse Darmerkrankung, die bereits wenige Stunden nach Auftreten
der ersten Symptome zum Tod fuhren kann, wird durch das Bakterium Vibrio chole-
rae hervorgerufen.

Zu Beginn eines Experimentes wird eine Kolonie von 400 Bazillen in eine Nahrl6-
sung gebracht. Zwel Stunden spéter zahlt man bereits 30 000 Exemplare. Es wird von
einer exponentiellen Vermehrung ausgegangen.

a) Bestimmen Sie die zugehtrige Wachstums-
funktion zum Zeitschritt 2 Stunden. *

b) Wie lautet die Wachstumskonstante und die : WX
Wachstumsfunktion zum Zeitschritt 1 h

bzw. zum Zeitschritt 1 min? Wie viele Bak-
terien erh@t man jeweils nach 30 Minuten?

Vibrio cholerae
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6. Eine Vakuumpumpe soll angeblich den Luftdruck in einem Testraum pro Sekunde
um 4 % senken.
a) Wann musste der Druck dann auf 50% des urspriinglichen Wertes gesunken sein?
b) Bei einer Uberpriifung senkte sich der Luftdruck in dem Raum innerhalb von 2
Minuten auf 10% des urspringlichen Wertes. Arbeitet die Pumpe normal ?

7. Zu Beginn des Jahres 1990 hatte Mexiko 84,4 Millionen Einwohner. Im Jahr 2000
waren es 100,4 Millionen. Es wird von einer exponentiellen Vermehrung der Bevol-

kerung ausgegangen.

a) Bestimmen Sie Wachstumsfunktion f(t) mit

der Zeitvariblen Zum Vergleich: Deutschland
b) Berechnen Sie die Einwohnerzahlen fur die

Jahre 2010 bis 2015. Jahr | 1990 | 2000

c) Wie vidle Einwohner hat Mexiko bei gleich vio. | 794 | 828

bleibendem Wachstum im Jahr 2010? Wann
wird die Einwohnerzahl von 130 Millionen
voraussichtlich Uberschritten?
d) Wann wird Mexiko doppelt so viele Einwohner wie Deutschland haben?

8. Dringt Licht in Wasser ein, so verliert es mit zunehmender Wassertiefe durch Ab-
sorption an Intensitédt. In reinem Meerwasser nimmt die Lichtintensitét pro Meter auf

etwas des bis dahin verbliebenen Wertes ab.

a) Wie vid Prozent der urspriinglichen Intensitét sind in Im, 2m bzw. 3m Wassertiefe
noch vorhanden?

b) In welcher Wassertiefe betrégt die Lichtintensitét weniger als 1 %0 der urspringlichen
Intensitét?

9. Am 19. September 1991 entdeckten Urlauber
auf einer Bergwanderung im dsterreichisch-
italienischen Grenzgebiet auf italienischer
Seite in einer Felsmulde der Otztaler Alpen
eine mannliche Gletschermumie, die von
Journalisten "Otzi" genannt wurde. Unter-
suchungen ergaben, dass die Mumie noch
53,3% des Kohlenstoffisotops **C enthalt,
das eine Halbwertzeit von 5730 Jahren hat.

Vor wieviel Jahren starb "Otzi"?

10. Vier Banken werben um Kunden:
Die Bank A bietet nach 2 Jahren insgesamt 6,65 % Zinsen; die Bank B bietet jahrlich
3,3 % Zinsen; die Bank C bietet halbjahrlich 1,65 % Zinsen; die Bank D bietet vier-
teljérlioch 0,82 % Zinsen.
Welche Bank ist auf Dauer gunstiger?
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11. Das"Turiner Grabtuch"

Es ist historisch dokumentiert, dass der franzosi- " -2,
sche Adelige Geoffroy de Charny Besitzer eines L }
4,36 m langen und 1,10 m breiten Leinentuches . )
war, das deutlich die Abdruckspuren eines toten, TR AV -

verwundeten Mannes zeigte. Wie dieses Tuch in i
die Hande von Geoffroy de Charny kam, ist bis
heute unklar; es heil3, er habe es von dem franzosi-
schen Konig Johann dem Guten (1319-1364) als
Geschenk bekommen. Mit grof3er Wahrscheinlich-
keit fand dann im Jahre 1357 in der Stiftskirchein
Lirey bel Troyes die erste bekannte Ausstellung des
Tuches statt. Das Tuch wurde seitdem bis zum heu-
tigen Tag von vielen Glaubigen as das Grabtuch
von Jesus Christus angesehen.

Am 14. September 1578 kam das Tuch anlésslich
einer Ausstellung aus Frankreich nach Turin in Ita-
lien; dort blieb bis heute. Seitdem wird es kurz als
das "Turiner Grabtuch" bezeichnent.

Am 23. November 1973 gab es eine Ausstellung
des Tuches mit Direktlbertragung im TV. Es wur- P S
de durch 100 Wissenschaftler verschiedener Fach- "Turiner Grabtuch”

gebiete untersucht. T

Die Ergebnisse waren widersprichlich.Im Jahre 1988 hatten Wissenschaftler aus
den Instituten in Zirich (Schweiz), Tucson (Arizona, USA) und Oxford (England,
eines der besten Institute der Welt) unabhangig voneinander die umstrittene Reli-
quie mit der Radiokarbon-Methode untersucht und kamen tbereinstimmend zu dem
Ergebnis, dass dieses Tuch nicht aus der Zeit des Todes von Jesus Christus stam-
men konnte. Der Vatikan war sehr enttauscht und erklérte das Tuch noch im selben
Jahr a's Félschung.

Aufgaben:

a) Auf wieviel Prozent muss der radio-
aktive “C-Gehalt des Tuches mindes-
tens abgesunken sein, wenn es aus der
Zeit des Todes von Jesus Christus
stammt?

b) Bel den oben genannten Untersu-
chungen 1988 stellte man mit einem
Teilchenzdhlgerdt eine Aktivitdt von
13,84 Zerfall-Tellchen pro Gramm
Kohlenstoff und pro Minute fest. Eine
zur Zeit lebende, organische Substanz
zeigt aber eine Aktivitédt von 15,31 Zer-
fal-Tellchen pro Gramm Kohlenstoff
und pro Minute. Aus welcher Zeit
stammt vermutlich das Tuch?

C-14 Teilchenzahlgerat
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Tschernobyl

Das Kernkraftwerk Tschernobyl, rund 130 km nordwestlich von Kiew (Ukraine),
hatte am 26. April 1986 einen Reaktorunfall. Es kam zu einem Turbinenstillstand.
Der Kuhlwasserzufluss wurde eingeschrankt und es entwickelt sich ein Hitzestau.
Innerhalb von Sekunden stieg die Leistung des Meilersum ein Vielfaches an. Und 6
Sekunden nach der Notabschaltung ereignet sich der grofte anzunehmende Unfall
(GAU); denn der Block 4 des Atomkraftwerkes Tschernobyl explodierte infolge ei-
ner Kernschmelze. Nach diesem Unfall, bel dem etwa 4 % des Schwermetallanteils
(Uran, Plutonium usw.) des Reaktorkerns in die Umgebung geriet, gelangten weite-
re zahlreiche Radionuklide, vor allem Jod 131 (bewirkt Schilddriisenkrebs) mit ei-
ner Halbwertzeit von 8 Tagen und Césium 137 mit einer Halbwerzeit von 30 Jahren
bis nach West- und Nordeuropa und fihrten auch dort zu einer grof3en Strahlenbe-
lastung der Menschen.

Die Halbwertzeit des hochgiftigen Plutoniums betrégt 24400 Jahre, d.h., dass erst
nach 348 Generationen die Hélfte des radioaktiven Stoffs zerfallen sein wird. Viele
Landstriche auch auf3erhalb des Sperrglrtels sind immer noch radioaktiv belastet.
Auch in Deutschland sind im Jahr 2004 immer noch Auswirkungen des Unfalls
merkbar; so sind die Béden, vor allem in Bayern, mit Casiums 137 kontaminiert.

Aufgaben:

a) Nach dem Unfal wurden in
vielen Gebieten Bayerns in Salat, Blatt-
gemuse und der Milch Spuren von Jod
131 festgestellt, die 80% Uber dem zu-
lassigen Wert lagen. Wie lange musste
gewartet werden, bis man wieder ohne
grof3es Risiko diese Nahrung zu sich
nehmen konnte?

b) Wieviel Prozent der Menge von Plu-
tonium, die in Tschernobyl freigesetzt
wurden, sind 100 Jahre, 1000 Jahre o-
der 10000 Jahre nach dem Unfall noch
vorhanden?

c) Wieviel Prozent der Menge von Caesium 137, die damals 1986 durch Windiber-
tragung nach Bayern gelangte, ist im Jahre 2005 noch im Boden?

Reaktor Tscherobyl

d) Unter der biologischen Halbwertszeit versteht man die Zeit, nach der die Hafte
der urspringlichen Menge einer Substanz aus dem Organismus ausgeschieden ist.
Wahrend die physikalische Halbwertszeit von Céasium 137 rund 30 Jahre betragt,
betragt die biologische Halbwertszeit fir Manner rund 110 Tage und bel Frauen 80
Tage.

Wie lange braucht eine Frau, wie lange ein Mann, die Blattgemiise verzehren, das
radioaktives Casiums 137 aus Tschernobyl enhdlt, bis ihre Korper 95% der Sub-
stanz wieder ausgeschieden haben?
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13. Das relative Risiko von Rauchern, die durchschnittlich 20 Zigaretten pro Tag rau-
chen, spater an Lungenkrebs zu erkranken, wurde in einer medizinischen Studie un-
tersucht.

Jahre seit BeendendesRauchens | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10 | 12
Relatives Risiko in % 138 30 | 22| 17 | 13 | 10 | 7.7

a) Welches Risiko, an Lungenkrebs zu erkranken, lasst sich aus der Tabelle fur
aktive Raucher ablesen (zum Vergleich: Nie-Raucher: etwa 1 %)? Was bedeutet
"relatives Risiko"?

b) Begrinden Sie, dass das Lun-
genkrebsrisko seit Beenden des
Rauchens exponentiell abnimmt und
geben Sie die Abnahmefunktion des
Risikos zum Zeitschritt 2 Jahre an.
Wie lautet die Abnahmefunktion
zum Zeitschritt 1 Jahr?

c) Wiegrol3ist damit das Risiko, 20
Jahre nach der letzten Zigarette an Raucherlunge Nichtraucherlunge
Lungenkrebs zu erkranken?

Um wie vied Prozent nimmt das
Lungenkrebsrisiko pro Jahr ab?

d) Jemand mdéchte mit dem Rauchen aufhdren, und verschiebt diesen Vorsatz im-
mer wieder, bis er es endlich 3 Jahre spéter schafft. Um wieviel Prozent ist durch
dieses Aufschieben sein Lungenkrebsrisiko héher, a's hétte er sofort aufgehort?

€) Welche prozentuale Verringerung des Lungenkrebsrisikos gewinnt man, wenn
man sofort aufhort zu rauchen und kein halbes Jahr wartet.

14. Untersuchungen haben ergeben, dass man von dem Lernstoff, den man sich kurz-
zeitig fur eine Prufung (z.B. fur die Abiturprifung) einprégen muss, lediglich 3%
auf Dauer behdlt. Der Rest wird ziemlich schnell wieder vergessen. Schon ein Mo-
nat nach der Prifung hat man 15% des kurzzeitig gelernten Stoffes wieder verges-
sen. Der zeitliche Verlauf des Vergessens kann a's eine exponentielle Abnahme des
Wissens begriffen werden.

a) Stellen Sie die Funktion W(t) = a€“! des abnehmenden Wissens auf, das durch
Vergessen standig abnimmt, indem Sie vorausssetzen, dass zur Zeit der Prifung
100% des Stoffes beherrscht wird.

b) Wieviel Prozent hat man nach einem Jahr vergessen?
c) ieviel Prozent von dem Prifungswissen weil3 man noch nach 3 Jahren?

d) Nach welcher Zeit sind nur noch 10% des vorherigen Wissens vorhanden?
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L dsungen

a) t = Zeitschritt 30 s; a0 400; w = 0,685; k =-0,3783;

b) t* = Zeitschritt 3s; k* = -0,01261; f(t*) = 4006 1204

a) f(t) = 200007  t (Jahre)

b)
zét@he | 1 | 2 | s | 10 |
Kepita () | 21000 | 22050 | 2552563 | 32577,89 | 5306595

c) t=-5,9; vor etwa 6 Jahren d) t= 32,98

a) tinMinuten;

aly= T (t) : Temperaturdifferenz a=T, (0)= 80-20=60°C

. k = - 0,035667; T (t) = 60-e~ 03007
55 b) AusT () = 25folgt:

50 t= 24,55 Minuten

5 ¢) Von80°C—-75°C: t= 2,44 Minuten

von 30°C-25°C: t = 19,42 Minuten
) T,(t) ist asymptotisch zur x-Achse:
’ IIMT (t) = 0; d.h., es dauert (theoretisch)

40

30 t—>
s unendlich lange, bis der Kaffe 20°C hat.
20 d) 1) T,(t) =30 = t=19,43355
T, (t,) = 25 = t = 24,54566
‘o T=1t,-t =5,11 Minuten
. t: Zeitin Minuten 2) Ty(t) = 50= t=5, 11 Minuten
I Ergebnis: die Reihenfolge der Milch-
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 1 I
T A A i A zugabespielt keine Rolle
a) 25%
b) Jahr: 2003 2004 2005 2006 2007
Kapital (€): 300 375 468,75 585,94 732,42
¢) t=3,46 aso nach etwa 3,5 Jahren
atin2h: f(t) = 400617t
b) tin1h: f(t) = 400228 tin 1 min: f(t) = 400-e>%%! darausfolgt: f(30) = 1178
-0,40822.t

a) Es musste gelten: f(t) = 100%-e ;tins, f(t) in %,; fur f(t) = 50%: gilt: t=16,98s
b) Ausf(120) = 0,7457% = 10% folgt, dass die Pumpe nicht normal arbeitet.
a) k,=0,01736; k,=0,08680; k,,=0,1736

b) f(t) = 84,4€>°3%. tin Jahren ab 1990 und f(t) in Mio.

Jahr | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | 2005

36

Einwohnerzahl (Mio) | 102,158 | 103947 | 105767 | 107,620 | 109,504
¢) 119,4 Mio.; t = 20,27; also im Laufe von 2010
d) k,= 0,004193; Aus2-d(t) = f(t) folgt: t =48, also im Jahr 2038.
Dann hat Mexiko 194,2 Mio. Einwohner und Deutschland 97,1 Mio.

k=1In(%)=— 1,3863; Intensitéi |(x) = 100% & 00>

a) 1(1) = 25%; 1(2) =6,25%; I(3) =1,5625%;
b) x =4,98: d.h. in etwa5 m Tiefe.

x in Meter, 1(x) in Prozent
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9. AusT,, = 5730 erhalt man: k = — 0,000120968; f(t) = 100%-e 200209815t (i sahren)

und aus f(t) = 53,3% folgt dann: t = 5201,65 Jahre, er starb also etwa 5200 Jahren vor dem Unter-
suchungsjahr 1991, also um 3209 v. Chr.

10. Nach 2 Jahren vermehrt sich das Kapital:

Bank: A B C D
Zinsen nach 2 Jahren: 6,65 % 6,701% 6,751 % 6,765 %
Alsoist die Bank D am giinstigsten, obwohl der Zinssatz im einfachen Durchschnitt am kleinsten ist.
-0,000120968-15-t

11.8) Esgilt: f(t) =100%e (tinJahren) und f(2004 — 30) = f(1974) = 78,76%
-0,000120968-15-t _

b) Esgilt: f(t) = 15,31-e = 13,84 = t=829,06;
d.h. das Tuch war im Jahre 1988 etwa 830 Jahre alt, muss also um 1158 entstanden sein.

12.a) k=-0,0866434;t=6,7 Tage
b) k =- 0,00000284; 100 Jahre: 99,9 %,; 1000 Jahre: 99,7 %; 10000 Jahre: 97,2 % !

c) k=-0,023104906; f(2005 —1986) = f(19) = 100%: e 202310990619 = 64 47 oz,
d) k(Frau) =-0,00866434; t=365,75Tage
k(Mann) = — 0,00630134; t = 457,41 Tage

13.a) Raucherrisiko 38% zu Nichtraucherrisiko 1%.
Relatives Risiko: Wahrscheinlichkeit in %, an Lungenkrebs zu erkranken; d.h. von 100 Rauchern
erkranken durchschnittlich 38 an Lungenkrebs, wahrend von 100 Nichtrauchern durchschnittlich
nur einer an Lungenkrebs (passives Rauchen) erkrankt.

b) Berechnung des Wachstumsfaktors: w = K%l ~ 0,76639 (Durchschnittswert);

Zeitschritt t* = 2 Jahre: f(0) = 38; k* = — 0,26606; f(t*) = 38-e %2%%" (t* in 2-Jahresschritten);
Zeitschritt t = 1 Jahr: k:'% = f(t) = 38.e %1 (tin Jahresschritten)

c) f(20) ~ 2,66; dasrelative Krebsrisiko betragt nur noch 2,7%.

k=-0,13303und k =In(1 - 355) = 1- 155 = ¢ ¥~ 0,8754 = p~ 12,5% pro Jahr.

d) Wenn man sofort aufhért, hat man in 3 Jahren nur ein Risiko von f(3) =~ 25,5% gegeniiber 38%;
d.h. die Differenz der Prozentpunkte 38 — 25,5 = 12,5 ist im Verhdltnis zu 25,5 eine Erh6hung um
die Hélfte, aso erhoht man durch sein Aufschieben sein Lungenkrebsrisiko um 50% !!!

€) Wenn man sofort aufhdrt, hat man in einem halben Jahr ein Krebsrisiko von f(0,5) = 35,55%. Die
Differenz betragt 38—35,55 = 2,45 Prozentpunkte. Also gilt: 2,45: 38 = x: 100
< X = 6,45. Man gewinnt eine Senkung des Krebsrisikos um 6,45% , wenn er ein halbes Jahr
fruher aufhort.

14.8) Esgilt W(0) = 97% zur Zeit der Prifung; denn 3% behalt man auf Dauer.
AusW(1) = 97% &1 = 829 folgt: k~— 0,168 = W(t) = 97% e **®®" (t in Monaten)
b) W(12) = 12,92%, d.h. man hat nach einem Jahr schon 84,08% vergessen.
c) W(36) + 3% =0,23% + 3% = 3,23%
d) W(t) =97%e *'®'=7 = t~ 1554 Monate
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